g

AMSTERDAM

AFDELING MATHEMATISCHE STATISTIEK

Rapport S 265 (C 13)

Leergang Mathematische Besllskunde

Hoofdstuk XX

Netwerkplanning

door

F.GBbel

JMC>

april 19604



The Mathematical Centre at Amsterdam, founded the 11th of February, 1946,
is a non-profit institution aiming at the promotion of pure mathematics
and its applications, and is sponsored by the Netherlands Government
through the Netherlands Organization for Pure Research (Z.W.O.) and the
Central National Council for Applied Scientific Research in the Netherlands
(T.N.O.), by the Municipality of Amsterdam and by several industries.



Netwerkplanning

1. Inlelding: het maken van een netwerk

De term Netwerkplanning wordt hier gebrulkt als
samenvattende benaming voor technieken als C.P.M., Pert,
Less, etc.q). Dit zljn, kort gezegd, technleken dle de
leldling, biljv. van een bedrljf, informatle verstrekken
waarmee T.,a.v. bepaalde proJjecten beslissingen kunnen
worden genomen., Om deze vage omschrijving nader te preci-
seren zullen we nagaan waaraan een project moet voldoen
opdat een of andere vorm van netwerkplanning kan worden
toegepast; later zal de hlerboven genoemde informatle
ter sprake komen.

Het project moet kunnen worden verdeeld 1n een aan-
tal onderdelen of deelbewerkingen®’ waartussen zekere
ordeningsrelaties zljn gedefinieerd. Dat wil o0.a. zeggen
dat voor iledere activiteit A 1s vastgesteld (a) welke
activiteliten eraan vooraf dilenen te gaan, en (b) aan
welke activitelten pas kan worden begonnen als A 1s vol-
toold. Projecten waarbl] activlitelten voorkomen dle
wellswaar nilet tegelljkertijd kunnen plaatsvinden, maar
overigens wel in een wlllekeurlige volgorde kunnen worden
ultgevoerd, voldoen nlet aan deze els, en komen niet 1n
aanmerking voor een netwerkplanningsmethode,

1) C.P.M.= Critical Path Method ,
Pert = Program Evaluatlon Research Task; later 1s
aan deze letters de betekenis Program Evalu-
ation and Review Technlque gegeven,
Less = Least Cost Estimating and Schedullng

2) Deze onderdelen of deelbewerkingen worden gewoonlljk
aangeduld met "karwelen" of "activitelten". Wlj zul-
len de laatste term gebrulken,



Wanneer aan bovengenoemde eis 1s voldaan, 1is het
meestal mogelijk de ordeningsrelaties grafisch voor te
stellen d.m.v. een netwerk. Een activitelt wordt hilerbil]
voorgesteld door een pijl, zodanig dat begin- en eind-
punt van de pljl corresponderen met beglin resp. voltool-
ing van de activiteit. Hierbi] kunnen zich bepaalde
moelll jkheden voordoen, zoals ult het volgende voorbeeld
blijkt. Stel een project bestaat ult vier activitelten
A,B,C en D, en stel dat A en B vooraf moeten gaan aan C,
en bovendlen B aan D. Wanneer men nu deze ordenings-
relaties grafisch zou voorstellen zoals in fig. 1.1 is
gedaan, dan leest men hierult af dat A vooraf moet gaan
aan D, wat niet de bedoeling 1s.

o A O

B

Fig. 1.7
A en B gaan vooraf aan C en D

Deze moellil jkheld kan worden omzelld door het 1nvoeren
van een dummy-activiteit E, zoals in fig. 1.2 1s gebeurd.
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Fig. 1.2 o
A gaat niet noodzakell jk vooraf aan D



Het is verder gebrulikelil jk om het netwerk zo te
tekenen dat er slechts eén beginknooppunt (oorsprong)j
en slechts één eindknooppunt (voltooiing) is, en dat
bovendien iedere activiteit eenduildig is bepaald door
zijn begin en eind. Deze eisen vormen geen essentikele
restricties voor het project: door eventueel weer dummy.
activiteiten in te voeren kan er gemakkelljk aan worden
voldaan. Als bijv. ergens 1in een netwerk de in fig. 1.3
getekende situatie optreedt, kan met behulp van de dum-
my H worden berelkt dat tussen ieder tweetal knooppunten

niet meer dan één pijl loopt (zie fig. 1.4).

F
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Fig. 1.3 Fig. 1.4
F en G_hébben”hetzelfde federe activitelt 1s
beginpunt, en hetzelfde door zljn begin- en
elindpunt eindpunt bepaald <

Bij veel praktijk-projecten zal het voorkomen dat
bewerkingen elkaar kunnen overlappen, 1in die zin dat

aan B pas kan worden begonnen als aan A begonnen 18,
terwljl de voltooling van A niet noodzakelil jk vooraf

behoeft te gaan aan het beginnen van B. Hoewel derge-~
11 jke projecten niet aan de gestelde els voldoen kan de
volgende kunstgreep soms ultkomst brengen: A wordt ver-
deeld in deelactivitelten A1 en A23 en het netwerk ziliet
er ter plaatse uit als in fig. 1.5.

Vaak gaat eeh dergell jke situatie gepaard met de
elis dat A niet mag worden '"ingehaald'" door B, In het
netwerk kan deze els worden benaderd zoals 1n flg. 1.6

is gedaan.
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“ Fig. 1.5

Grafische voorstelling van

overlappende activitelten

Fig. 1.6
B mag A niet inhalen

Het 1s echter niet prettig wanneer een netwerk door

herhaalde toepassing van deze kunstgreep moet worden
gecompliceerd. Projecten waarbij deze situatie vaak op-
treedt, kunnen dan ook beter niet d.m.v. een netwerk
worden gepland.

We merken tenslotte op dat in het netwerk nooilt
een cykel (”1oop”)‘kan optreden; immers, als biljv. voor
twee activiteiten A en B geldt dat A vooraf moet gaan '
aan B, en B aan A, zou men noolt aan dit gedeelte van
het netwerk kunnen beginnen.

We hebben tot nu tcoe niets gezegd over de tijds-
duren van de actliviteliten, noch over de tijdstippen
waarop de knooppunten plaatsvinden. Inderdaad, men be-
houdt bij C.P.M., Pert, e.d. de planning, waarbij de
ordeningsrelaties tussen de activiteiten worden vastge-~
steld, en de scheduling, waarbij asan de knooppunten
tljdstippen worden toegekend, scherp geschelden. Inﬁde
volgende paragraaf zal enige aandacht worden besteed
aan de scheduling.



2. Het kritieke pad

Wanneer het netwerk i1s opgesteld, kan een begin
worden gemaakt met de scheduling-fase van net project,
Het 1s hilerbij nuttig de knooppunten te nummeren van
1,...,n, en wel zodanig dat i < J indien 1 vooraf gaat
aan J, d.w.z. 1indien er een geordende reeks van activi-
teiten bestaat van i naar j. Men ziet gemakkelijk in,
dat deze wiljze van nummeren altiljd mogelil jk isq). ledere
activiteit is nu eenduidig bepaald door het paar (i,j).
Omgekeerd behoeft niet bij ieder paar (i,J) met 1 { J
een activitelt te behoren, zodat de paren (i,J) die met
actlviteliten van het netwerk corresponderen een deel-
verzameling vormen van de sn(n-1) mogelijke paren (i,j)
met 1§ 1§ j¢ n. Een project kan dus worden opgevat
als een deelverzameling % van de verzameling van alle
paren (i,j).

We voegen nu aan de oorsprong het tijdstip O toe,
ern nemen verder voorloplg aan dat de duur van iedere
activiteit (i, J) een gegeven getal Vi 5 is.

Het 1s duldelil jk dat aan de activiteiten die een
gegeven knooppunt i als beginpunt hebben, pas kan wor-
den begonnen als alle activiteiten die 1 als eindpunt

hebben zijn voltooid.

1) Bijv. door met de volgende algorithme een oplossing
te construeren:

a. Geef de oorsprong nummer 1.

b. Laat alle pijlen weg die in genummerde knooppun-
ten ontspringen. Neem een willekeurig knooppunt
waarop geen piljl ultkomt (zo'n knooppunt is er al-
tl1jd, omdat er geen cykels zijn), en geef dit punt
het laagste ongebruikte nummer. '

c. Pas stap b toe totdat de voltooiing genummerd is.



Het vroegste moment e, waarop dlt kan gebeuren 1s

(k,i)é@}imE,...,n (2.1)
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Uit (2.1) volgt dat activiteit (1,J) nlet eerder
kan beginnen dan op tilijdstilp e,, en niet voltoold kan
z1jn voor ei+yij. Ook moet (1,J) ulterlijk zijn vol-

toold of fj’ 2)
Voor (1,J) 1s dus een tijdsinterval van de lengte

en dus uiterlljk beglinnen o0p fj"yij'

fjmei beschikbaar, en een speelrulmte

Deze laatste grootheld wordt gewoonlijk aangeduid mevt

de naam totale speelrulmte, Ter onderschpiding van
andere speelruimten, waarvan de deflnitles als volgt

luiden:

2) e, en f, worden in het Engels "earllest event time"

resp. '"'latest event time" genoemd. Worden deze tijd-
stippen beschouwd m.b.t. een activitelt, dan worden

de namen "earliest start time" en "latest completion
time" gebrulkt. Verder heet ei+yij "earllest

completion time'", en fj"yij "latest start time',
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vrlje speelruimte (free float):ejmei~yijm~ﬁfi
onafhankell jke speelruimte (independent floatg:

3 5
, max{@,ejwfi--yij}ﬂ't’iJ
afhankell jke speelruimte (dependent float, int.r-
' fering float):
a.
ff.-e, = :
3783 T

De vrije speelruimte (de belangrijkste van de drie) van

een activiteit 1s de speelrulmte die deze activiteilt

heeft als alle andere activiteiten zo vroeg mogell jk
beginnen. De onafhankell jke speelrulmte 1s de speelrulm-
te die voor een activitelt coverbliJft ongeacht de begiln
tijdstippen van de overige activitelten. Voor de afhan-
kelijke speelruimte geldt '

?3“71;1 H’Z“";_’j _ (2.4)
Een activitelt wordt kritiek genoemd al§€?23=0.
Het 1is eenvoudig te zien dat alleen dan kritieke actlvi-
teiten voorkomen als ean. Is dit het geval, dan zljn er
ook een of meer ketens van opeenvolgende activlitelten
aan te wilijzen, beglnnend 1in knooppunt 1, en elndlgend 1n
n, waarvoor alle "¢ nul zijn. Een dergelljke keten

1J
‘heet een kritiek pad van het netwerk.

~Voorbeeld 2.71. Beschouw het 1n filg. 1.7 afgebeelde net-
werk. Blj de piljlen zijn de activiteltsduren yij ge-
plaatst, de knocoppunten met hun nummers zlJn door om-
clrkelde getallen aangegeven.

Fig.l.7

I 3 Gegevens bij
f \_ . Voorbeeld 2.1

' ' 5
:
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Met formule (2.1) vindt men gemakkelijk dat

| I |
O O O

(2.5)

I | N |
N .
N OO0 W

zodat een kritiek pad alleen voorkomt als T=22. Ultgaan-

de van deze waarde voor T vinden we met formule (2.2)

|
O

|
O W

(2.0)

1 | I |
N N
N \O W

Met formule (2.3) kan nu voor ledere activiteit de to-

tale speelrulimte worden berekend. Het resultaat hilervan
1s

C L, = o = 3
€ a3 =0 T35 = 3
Tp3 = Tyg = 1 (2.7)
Toy = 3 Tye =0
(“?'3)_1_ = 0 6?-56 =

Het kritieke pad bestaat dus ult de activiteiten (1,3),
(3,4) en (4,0).
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Blijkens de definitie van kritiek pad geldt vcor
de activitelten die erpoe behoren dat ultstel of vertra-
ging van deze activitelten een evengrote verschuiving
van het voltocliingstijdstip met zich meebrengt., Vanzelf-
sprekend zullen daarom de kritieke activiteliten door de
lelding zorgvuldilg in het ocog moeten worden gehouden.

We zijn hiermee aangeland blj de eerste vorm van
informatie die de netwerktechniek aan de leiding kan ver-
schaffen: een netwerk, waarin is aangegeven welke activi-
teiten kritiek, en bilj voorkeur ook welke bijna-kritiek
zljn, d.w.z2. een betrekkell jke kleine ??ij hebben. HEn,
zoals we later zullen zien, ook de activiteiten metT een
zeer grote speelruimte kunnen belangrijk zijn.

Zelfs in deze zeer eenvoudige vorm kan een netwerk-
planning van nut zijn, nog afgezien van het inzichtT 1n
de samenhang van het project, dat reeds blij het maken

van het netwerk wordt verkregen.

Uit het voorgaande blijkt dat het voortdurend bl J~-
werken van de gegevens naarmate het project vordert, van
groot belang kan zijn, Immers, een activitelt dle een
grote 1ﬁ£3 heeft bij de aanvang van het project, kan
kritiek worden als de eraan vcorafgaande bewerkingen
steeds maar ' worden ultgesteld. Wiskundilig gezlen
levert het her-plannen geen moeili jkheden: er ontstaat
een nieuw netwerk, dat zich op dezelfde wljze laat be-
handelen als het corspronkell jke. Maar er kunnen zich
natuurlijk allerlei organisatorische en administratieve

problemen voordoen; deze worden hler echter buiten be-

schouwlng gelaten.



3. Uitbreidingen

In de vorlge paragraaf ziJn, soms 1Impliclet, be-
praalde veronderstellingen gemaakt, waaraan echter in de
rraktliJk niet altiJd 1s voldaan. Het 1is dan nodlg om
het model 1lets lngewikkelder te maken.

Als bijv. de onzekerhelid 1n de duur der actlvi-
Telten groot 1is, laten de tijden zich beter beschrijven}
als stochastiche variabelen. In het bljzonder is deze
ultbrelding van het model vaak nodlig blJ een project dat
voor het eerst wordt ultgevoerd. Het is dan dus noodzake-
11 Jk om de kansverdeling van de activiteltsduren te
schatten. In paragraaf 4 zal o.a. worden geschetst hoe
dit in het zg. Pert-systeem geschiedt.

- Het kan ook gebéupen dat citeyj_J nlet alleen zeer
nauwkeurig bekend zlJn, maar zelfs nog naar wens kun-
nen worden geregeld. Men kan bljJv. de situatie hebben
dat tegen hogere kosten (of ten koste van de kwaliteit
van het eilndprodukt) de activiteitsduur kan worden ver-
minderd. We denken hierblJ vooral aan het uitbestéden
van kritieke activiteliten. In paragraaf € zal een Sys-
teem worden besproken (de "Critical Path Method") dat
sterk de nadruk legt op dit aspect. '

Blj sommige regsearch- en ontwikkellngsprojecten
1s het niet mogellJk een netwerk te maken, omdat de
gedaante ervan na een bepaalde actlivitelt nog kan af-
hangen van het resultaat van die activiteilt. Er 1s een
pogling gedaan om deze moellljkheld op te lossen door
het invoeren van een algemener soort netwerk waarin
Knooppunten optreden met de elgenschap dat nlet alle
erult ontspringende activitelten voltoold behoeven
te worden. Gezlen echter het gpeculatieve karakter wvan
sommige hilerblj gemaakte veronderstellingen zullen wil]
hierop nlet verder ingaan.
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Het kan tensloctie voorkomen dat men bij de plan-
ning rekening moet houden met dJde beperktheid van "hulp-
bronnen". (Als men bijv. de beschikking heeft over 3
lassers, kunnen twee activiteiten die ieder 2 lassers
vereisen niet tegelijkertlja plaatsvinden). Aan dit
punt zal in paragraaf 7 enige aandacht worden gewljd.

Evaluation and Revilew

adp e

In het Pert-systeem wordt dus verondersteld dat

de activiteitsduren yij een bekende kansverdellng heb-
ben. Men gaat bij het bepalen hiervan als volgt te werk.
Asn de hie=»voor in aanmerking komende personen wordt ge-
vraagd een optimistische, een waarschijnlijkste, en een
pessimistische schatting van de activiteitsduur te geven.
Stel deze schattingen ziJjn a,b resp. m. Men neemt nu aan
dat de groctheld

Y. , = &
x - gl (#.1)

een bfta-verdeling heeft:

W X )
PL;;Q x;] ......F HF ;é) £ vmmﬁ(*’amv}ﬁ“zdv (4.2)
(vgl. hoofdstuk III, §1, formule (7 28) ).

Nere sanname berust niet op waarnemingen van actlvi-
teitsduren, maar heeft als enlige redenen datb de bé&ta-
verdeling een eindige range heelt en dat de parameters
¥ en B zZo Kunnemn worden gekozen dat de dichtheld eens-
toppig is. Dit laatste wordtl dan ook gedaan, en wel ZO-
danig dat de modus van X gellJK is aan %{%*@ Uit (4.2)
leidt men gemakkelljk af dat dan de volgende betrekking

tussen ™ en {3 geldt:

o (b-m)- B (m-2a) = a+b-2m (4.3)
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Aangezien de béta-verdeling nu nog niet vastligt, maaket
men nog een veronderstelling, en wel

= (de) -.:.—_-g- (bma) (D“LL)

Deze betrekking 1s equivalent met

- woo ‘=".‘ L
‘. o
iy Sy
b h ? .,
™ oy =y PR YT PN W e g i el it~ Y T e,
"

(a+ﬁ)2(d+ﬁ +§’Y) >

De verdeling is nu bepaald, en de verwachting kan worden
berekend. Hiervoor is o.a. het oplossen van de Be graads-
vergelijking (4.5) vereist. Gezien de benaderingen die

al zijn gemaakt verdient het de voorkeur dit oplogsen
evenmin exact te doen, maar gebrulk te maken van de vol-
gende formule

E (1,,)=Z (arbmb) (4.6)

die zoals uit numerieke berekeningen is gebleken, een
redeli jke benadering 1s.

Met behulp van deze gegevens kan men nu trachten
om bijv. de kansverdeling van e., het vroegste voltool-
ingstijdstip van kncoppunt 1, té berekenen, Het zal dul-
delijk zijn dat dit voor een netwerk van enlge omvang
een verre van eenvoudige taak is. Er zijn echter ver-

schillende benaderingsmethoden bekend, waarvan in dit

| hoofdstuk de eenvoudigste zal worden behandeld.

Hierbij wordt allereerst de verwachting van het
tijdstip waarop knooppunt 1 zal worden berﬁ'eil{t/:]3 benaderd

door de grootheild "’e‘ij als volgt gedefinieerd:

#

1) De hiler gebruikte notatie wijkt af van die in hoofd-
‘ stuk V, waar een sccent circonflex een meegt aanneme-

1ijke schatter aanduldt.
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ledere activiteitsduur wordt dus vervangen door zijn
verwachting, en op het resulterende netwerk wordt formule
(2.1) toegepast.

Dat (4.7) inderdaad een benaderingsformule is, blijkt
ult het volgende eenvoudige voorbeeld. Stel het netwerk
heeft de gedaante die in fig. 4.1 is afgebeeld, en stel

(4.8)

terwljl de exacte wasarde

van €:“8 gelijk is aan ax(0+1,2) + 5 max(0+4,2)

Fig., 4,
Benvoudlg netwerk met &_ # 8 e

Voor de variantie van e, gebrulkt men de volgende

T
wrrlmy

benadering

Zéz(y_jk) (4.9)

waarblj gesommeerd wordt over alle activiteiten die lilg-
gen 1n een langste pad van 1 naar i1 in het corresponderen-
de deTerminlistische netwerk (dus waarin iedere activi-
teitsduur is vervangen door zljn verwachting).
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In het hierboven genoemde voorbeeld is f?2(§3)=gelijk
aan 1, terwijl met (4.9) wordt gevonden ég(_e_s):egza
Blijkbaar is de benadering tamell jk grof . Bovendien
hangt de gevonden waarde nog af van de detalllering in
het netwerk 2).

Verder wordt in het Pert-system aangenomen dat de
grootheden £; voor nlet te kleine waarden van 1 bij be-
lilgt
nu vast, en men heeft de mogelijkheid om ultspraken van

nadering normaal verdeeld zijn. De verdellng van e,

it

de vorm

= D (4¢10)t

te doen, waarin Ei ontleend 1s aan een gegeven scheduling
van het project. Hun betrouwbaarheid even buiten be-
scnouwing latend zijn deze waarschijnli jkheidsuitspraken
(probability statements) natuurlijk waardevolle inlich-
tingen voor de leiding.

Geheel analoog kan men Ei(;i)j de verwachting van
net tijdstip waarop knooppunt i ulterlijk mecet zijn be-
reilkt, bilij gegeven T, benaderen met

Hy 2

3 m‘min{’f\k - g(lik)!’(i.«»k)e' 9:)} i< n (4¢'11)

T

= >
I

Il

en de variantie van f. met

() =S Sy (4.12)

waarblj wordt gesommeerd over alle activiteiten die llig~

2) Zie T.L. Healy, Activity Subdivision and Pert Probabil-

1ty Statements, Operations Research 9, no 3.(1961)
p. 341-348)
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gen 1in een langste pad van 1 naar n in het correspon-
derende deterministische netwerk. Ook van de grootheden

fi wordt aangenomen dat ze bilij benadering normaal ver-

TN

deeld zijn (voor niet te grote waarden van i), en ook
nhier kunnen dus waarschijnlijkheidsuitspraken worden
gedaan.

Tot slot van deze paragraaf zullen we wat nader in-

gaan op een verbeterde bchattlng van é;mi’ gevonden door .

FulkersonB), De definitie hiervan luidt

= Emax { + . |(x,1) € P} (4.13)

*
1
2%
e,]‘ O

|

Wanneer de activiteitsduren*gij onafhankelijk zijn (deze
els kan overigens nog wel worden verzwakt) geldt

(4. 14)

De linkerhelft van (4.14) kan men met volledige inductie
als volgt bewijzen. Vocr i=1 is de bewering triviaal.
Stel men heeft al bewegzen dat @j <
dan geldt

voor Jj=1,..,.,1-1,

= £ max {ei_ t Ty i(l{ 1) € 2>
max E{ e t Yy !(k l)ECfD}

max { ep + £y, |(k,1)ePRL>

De rechterhelft van (4.14) kan men op een dergelijke
manier bewil jzen.

3) D.R. Fulkerson Expected Critical Path Lenghts in Pert

Networks, Operations Research 10,no 6(1962),p.808-817,
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We zlien dus dat e?, evenals @i altlijd aan de optili-
mistische kant is, en dat e? noolt slechter 1s dan @i.

Ult de getallenvoorbeelden die in Fulkersons rapport

worden gegeven, kKrijgt men de indruk dat e? een redéle

verbetering betekent t.o.v. @i. Hier staat tegenover dat

deze laatste schatting wat meer rekenwerk vereist. Het

ommte AEniE GURF PN ARINE SO TN aaaeh PR

een indruk.

Fig. 4.2

Voorbeeld van het berekenen van e?

M .

Stel leder der activiteitsduren in het in fig. 4.2 ge-

tekende netwerk neemt met kans £ de waarden O en 1 aan.
Dan geldt volgens (4.13)

eﬁ = 0
ey = 3(ef+0) + i(ef+1) = 3
e;; = il max(e’+0,e5+0) + {% max(eﬁ—i—O, en+1) +
" d ¥, ., X 1 *® ® (4.715)
T max(e,+1,e-+0) + ¢ max(e +1,e5+1) :-g
eﬁ = -ﬂ- max ( e3§+0, e§+0) + {I’ max(e§+0, e§+’l) +
‘ + -E:- max ( eg-l—’l, e§+o) + {I] max(e}g*}"lﬁe};-i-']) = 22

In dit geval geldt éﬁméﬁgq, terwlijl @um%-. Indien de
]

activiteltsduren met kans~§~de waarden 0,1 en 2 aannemen
geldt
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K J—
) = 3,22
GE.LL = 3,32

Uit het voorgaande blijkt wel duildelljk dat we bi]
stochastische activiteitsduren eigenlijk niet meer van
een kritlek pad kunnen spreken: ieder pad heeft een be-
raalde kans om kritiek te WOrden.

0. Toepassingen van Pert

Het Pert-systeem is ontworpen voor, en voor het
eerst gebruikt blj de bouw van de Polarisraket In het
tlijdschrift Operations Research 1s door permanente
leden van het team dat hieraan heeft gewerkt een verslag
-uitgebracht over deze eerste toepassing 1) . De ameri-
kKaanse marine heeft later ook blj de "ailr to air missile"
Eagle het Pert-systeem gebrulkt, terwlJl blij het Typhon-
project de belangrijke stap werd gedaan om de inschrij-
vers oOp bepaalde deelprojecten te verzoeken Pert toe te
- passen.

Ook bij de amerikaanse luchtmacht, waar men spreekt
van PEP 2) in plaats van Pert, en bij het leger worden

netwerk technieken toegepast.
Het kosten-aspect blijft biJ deze militaire toepas-

singen enligszins op de achtergrond, alhoewel hiervoor in
Pert en.verwante systemen wel ruimte 1s gelaten.

1).D.G. Malcolm, J.H. Roseboom, C.E. Clark, W. Fazar,

Application of a Technique for Research and Develop-
ment Progr'am Evaluation, Operations Research [, no 5,

(1959) p. 646-669,

2) Program Evaluation Procedure.
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Ruwweg is de procedure als volgt: wanneer bliJkt dat
een knooppunt een zeer klelne kans heeft om op tijd klaar
te komen, wordt een kritieke activiteit verkort, biljv.
met 2 weken, en de kosten hiervan worden aligewogen tegen
tijdwinst"die wordt bereikt t.a.v. de voltoolling (die
dus hoogstens 2 weken bedraagt). Er wordt, in tegenstel-
ling tot C.P.M, geen poging gedaan om deze tijdwinst
expliciet uit te drukken in geldeenheden, Voor verschil-
lende kritieke activiteiten uitgevoerd kan deze procedure
echter wel een indruk geven van de mogell jkheden dle er
zljn om P , = T J j groter Te maken.

De vereiste berekeningen worden gewoonllijk op een
elektronische rekenmachine uitgevoerd, waarvoor men Dbl]
de Navy de Naval Ordnance Research Computer gebrulktT.

6. De "Critical Path Method'

i vl e & gt L ... 5 L "

zo0als al in.§3 is vermeld, wordt bij d4dit systeem
in veel grotere mate dan blj Pert, rekening gehouden met
de kosten die gaan het uitvoeren van het project zijn ver-
bonden, in het bijzonder de zg. directe kosten. Deze zlJn
i.h.a. een dalende functie van het voltoollingstijdstip T:
hoe kleiner T is, deg Te meer zal men moeten ultgeven
aan overuren, ultpesteding, speclale voorzieningen, e.d.
De indirecte kosten worden meestal lager als T kleiner
wordt gemaakt. Men denke hierbij aan een proJect dat tot
doel heeft een nieuw produkt op de markt te brengen. Hoe
eerder het produkt kan worden verkocht, hoe hoger de oOp-
brengst zal zijn.

Als gewoonliljk tracht men de keuzevariabele, 1.c. T,
z0 te bepalen dat de som van belde kostensoorten minimaal
is. Bij C.P.M. gaat het er nu om, de directe kosten te
minimaliseren bl] ledere waarde van T; anders gezegd: men
tracht de directe opbrengsten te maximaliseﬁenﬁﬁen‘wel ‘
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door bilj vaste T zo gunstig mogelljke waarden aan de
activiteitsduren te geven.

In het model neemt men aan dat de (directe) opbrengst
van ledere activiteit (1,j) een lineaire, niet dalende

functie is van de duur:

(6.1)

en dat yij alle waarden tussen twee gegeven grenzen kan

aarnnenen :

(6.2)

Voegen we aan leder knooppunt i een tijdstip ti toe,
dan moet gelden

o ti (6#3)

b
.""‘f, e TELLL -

en we moeten dus Yy €0 U, zodanig klezen dat§E W%

e

maximaal is onder de bijvoorwaarden (6.2),(6.3) en
tnéng, Hierbij is T de voorgeschreven projectduuk. De
wij hangt nu nog van T af; deze
opbrengstfunctie geven we daarom aan met W(T).

maximale waarde wvan d

Als T voldbende groot 1ls kunnen we de ti z0O kiezen
dat yij = Dij kan worden genomen: vococr zulke waarden van
T geldtT dus

(6.4)
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en dat 1s natuurlijk de grootste waarde die W(T) ooit
kan bereiken. De kleinste T waarvoor dlt nog mogelijk
ls, M, kan op dezelfde wlJjze worden gevonden als het
tijdstip e. 1n paragraaf 2, dus

Il
t, = O _
zj = Eax [ti+DiJl(i’J)€9] (JuE,...,n) (6'5)
n — 1V

Als T echter klelner is dan m, als volgt gedefini-

= max {ti+dij't(i"j)£f@] (J=2,...,0) (6.6)

= m

1s het niet mogellijk om aan (6.2) en (6.3) te voldoen,
zodat een schema met T { m niet bestaat.
Er rest ons dus nog het probleem om W(T) te bepalen

vVOoOor m gT < M. Dit gebeurt door ult te gaan van het
: schema met tj gedefinieerd door (6.5) en yi.j = DiJ; en

achtereenvolgens voor steeds klelnere waarden van T de
optimale ti en yij te bepalen., Hiervoor zljn ongeveer 1
tegell jkertl jd twee algorithmen gevonden, nl. door Kelly

en Fulkersone).

Mathematical Basis, Operations Research 9(1961),
no 3, p. 296-320.

e AN A bl DG e N Gl

Cost Curves, Management Scilence 7(1961), no 2, p.167

e.,V,
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overlgens slechts welnig van de Fulkerson-algorithme
verschilt, zﬁl_len we blj wijze van iInleiding nagaan wat
er zoal kan gebeuren als we de projectduur gaan verkor-
ten,

Allereerst merken we op dat het hierboven genoemde
beginschema (6.5) een of meer kritieke paden bevat. Stel
nu dat we de proJectduur met een klein bedrag & willen
bekorten. Hiertoe moeten dan bepaalde activitelten wor-
den ingekort, Het 1s duldelijk dat het geen zin heeft
om niet-kritieke activiteiten te bekorten. Onze keus
zal dus vallen op kritieke activiteiten, en wel dile,
waarvoor de daling van de opbrengst zo klein mogelijk 1is.
We Dbeperken ong even tot het eenvoudige' geval dat er
slechts één kritiek pad is in het beginschema. De vbor-
deligste wijze om de projectduur met & te bekorten 1is
dan: het met 5 inkorten van de activitelt met de klein-
ste a’ij‘ waarvoor een inkorting inderdaad mogelljk 1is.

(In het beginschema worden door deze laatste restrictie
dus alleen die activiteiten ultgesloten _die diijj’_J heb-
ben). De vraag is nu: hoe groot kan & zijn 9 Er zljn ver-
schillende omstandigheden die maken dat gniet Willekeurig
groot kan worden gekozen. 1n de. cerste p‘:.laat,s mag de duur
van een activiteit die wordt ingekort nilet lager worden
dan dij . ?en tweede heeft het geen zlin om de beschouwde
activitelt zonder meer verder te verkorten, zodra door
‘de initigle verkorting een ander pad kritlek 1s geworden.
In de derde plaats mag & niet zo groot zijn dat de re-
sulterende verlenging (!) van andere -actlviteiten een
lengte van meer dan Dij zou opleveren, Het klinkt mis-
schien merkwaardlg dat een verkorting van de projectduur
een verlenging van een activiteitsduur met zlch kan mee-

brengen, maar men dient te bedenken dat aan W(T) steeds

de maximale waarde moet worden gegevern,
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We zullen dit direct in een voorbeeld nog toellichten.
Vanuit het beginschema treedt deze anomalle natuurli jk
nooit op, aangezien daarin yiijij voor alle activi-
teiten, en verlenging dus bij voorbaat 1s uitgesloten.,
- Het hierboven bedoelde vocrbeeld 18 als volgtT:
het netwerk heeft de gedaante die in flg. 6.1 1s afge-
beeld, terwljl bij de pi%%en de grocotheden dij en Dij

zljn vermeld., Verder 1S

Fig. 0.1
Netwerk waarin verlenging van een activitelt optreedt

In het beginschema (y, =D, ) is het pad 1234 kritiek,
en het kan het voordeligst worden verkort door y23 Te ver-

kleinen. Dit verklelnen 1is mbgelijk totdat y23md23m1. Nu
ziJn echter meteen alle paden kritiek geworden, Willen
we de projectduur nu nog verder verkorten, dan moeten

3) Het is niet nOdig~om de bij te kennen, daar deze
steeds een constante bijdrage tot W(T) leveren.
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dus zoveel Y 45 als y34 ‘worden verkort (de enige activi-
teiten die nog kunnen worden verkort). Natuurlijk is het
in principe mogelijk om y23 nlerblj ongewlijzigd te laten,
maar dit zou geen optimale Oplossing geven, in dit geval
moet dus y23 worden verlengd, en als y,12-~y34w’1, is y23
weer gelljk aan 2.

We keren nu weer terug naar een willekeurig begin-
schema als gedefinieerd door (€.5): we veronderstellen
dat er slechts één pad kritiek 1s en dat we dit pad met
een klein bedrag ﬁ pekorten. We hebben gezien welke
actlviteit hilertoe moet worden ingekort Voor de tijd-
stippen ti betekent een dergel 1jke inkorting dat ze Of
onveranderd blijven, Of met een bedrdg ﬁworden ver-
minderd. Het 1s intuitief wel in te ien dat dit ook
moet gelden wanneer niet alle ¥ DiJ” of wanneer er
meer dan één pad kritiek is. Evenzo betekent een ver-
mindering van de projectduur met & voor de activiteits-
duren yi,j dat ze ongewljzigd bIL:I.jv'en_9 Of met 5 worden
verminderd of vermeerderd. In formule: ‘

ti = ti - 961 met Ji = O of 6.8)

Het is nu eénVoudig om voor een wlllekeurlg netwerk

In formule aan te geven hoe groot & mag zljn:

@<3 = minlyy ydyy | Sy ‘ (6.9)
\<{3 m;n(DiJ“yif | 613““7) (6.10)

9 mag dus nilet groter zlin dan enlge yi,j 11 waarvan
de Yy 3 wordt verminderd, en ook niet groter dan enige

- rderd. (Als € O
Dij g waarvan de yy 4 wordt vermeerde ( iJ 8O
voor alle activiteiten, nemen we &3 1n(6.10) gelijk aane)

¥
S
L]
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{ { ., ,
Voor de Vyy en t, gedefinieerd door (6.8) moet
natuurli jk ook gelden

Yy + b, - tg (6, 11)
Volgens (6.8) kunnen we hiervoor schrijven
_ - ~
Y137 €8y 5+ (6.12)
waarin
poen @ Y o |
le i 3 -, (6.13).

Aan (6.12) is vanzelf voldaan als Py ; >, O: voor de
overige activiteiten moet & dus voldoen aan

v, .+C,~T. ,. '
9< L = mi {M . O} 6. 14

Deze ongeliljkheid zorg% er dus voor dat G niet meer
groter wordt wanneer er nieuwe kritieke paden bi jkomen.
‘(Als Py ; > 0 voor alle (1,])€& ‘| definleren we of = oo )
Samenvattend kunnen we dus zeggen dat de grootste
waarde 90 die & mag aannemen_; gegeven wordt door:

&, = min (%{3,J) (6.15)

We vestigen er nog eens de aandacht op dat hler .
steeds wordt gesproken over één fase ‘in de j,erkortings*w
procedure, een fase die dus beeindigd 1s, wanneer. andere
activiteliten eraan te pas moeten komen om een verdere

verkorting te verkrijgen.



Wanneer we dus O 1 5 en Sj’_ kKennen voor alle ac tivi-
- teiten resp. knocppunten, m.a. W. wanneer we weten ‘welke
activiteiten moeten worden verkortg enz., daan weten we
meteen ook wat de maximale toegelaten ﬁ is. De algo-
rithme moet dus nog het volgende probleem Opnflossenz
"Gegeven een schema (bepaald door yij en ti) s Voor
welke ‘@'ij 1s dan )5‘@ 6 13 minimaal wanneer de
5:13

grootheden nog moeten voldoen aan bepaalde blJjvoor-

waarden 2"
Deze voorwaarden kunnen het best worden gefor-

muleerd door eerst de volgende deelverzamelling van @ in

Te voeren:

S @
n .
I

g(i i) | yij+t -t, =0 f

{(1,3) ] a5 Lvgy = D, 4} ‘ '
{(1,3) ] dijwyij—oia} ' (6.70)

(1,307 dy 575 5 <Dy 4

oW
|l

De bijvoorwaarden, die zich gemakkelijk laten inter-

preteren, luiden dan ) .

pij) O als ( ) & &,
Gi,j > 0 als (:“L_,j) E PN gi

‘Gijé O als gj_sj) & @nyt @H (6¢’l7)
51 = 0 | .
§n =7

4) N.a.v. de vierde regel van formule (6.17) merken we
het volgende op: een activiteit die tot C? y behoort,
heeft niet z'n maximale duur en 1ls dus 1lngekort; hier-
ult volgt dat deze actlivitelit kritiek was en dus nog
steeds kritiek 1s, d.w.2. de totale speelruimte 1s 0O,
Maar dan is ook de vrije speelruimte O,
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De ulitgangspunten van de algorithme zijn nu: het netwerk,

de gegevens aijg diJ

en Dij’ en het beginschema met
yiijij en tj volgens (6.5). Verder voegen we aan ledere

activitelit een hulpvariabeleui
hebben aan het begiln alle de waarde O.

De algorithme, die verwant is aan de in hoofdstuk
XII behandelde simplex~methoden'bestaat ult twee gedeel-

ten: een procedure GE waarin sommige of alle knooppunten

1 toe; deze hulpvariabelen

een label krijgen, en een pr°~ocedur°em waarin de uj‘.j
waarden worden gewljziligd. .
Het recept VOOPJG luidt als volgt:
(1) De oorsprong krijgt de label (blanco,e®),
(2) Stel knooppunt 1 heeft de label (+k,h) of de label

(blanco,o® ), of de label (+k,od) en knooppunt J heeft

geen label: _
(22) als (1,3)e P, n &
knooppunt j de label (i, min{h,' aijm’uij} ) .
(2b) Als (1,J)€ cg,i . ((?30§4)3 geef dan J de la-
bel (i,h). .
(2c) Als (1,J)€ C:P,i = (@2!.1 yau gqj geef dan aan
j géén label.,
(3) Stel 1 heeft geen label en J heeft de label (+k,h)
(3a) Als (i,j)Ecy,]ﬂ (QQEUQ)B) en uij> 0, geef
dan aan 1 de label (-J, min {hﬁ U‘ij} )
(3b) Als (1,3)€d/ e &) = g> , en uij> 2y 40 geef
' dan aan 1 de label (-J, min 4§ h, U’ij“aij})
.(30.) Als (1,3)¢€ (30,1 — (@20 WBU §4), geef dan 1
géén lahel. o
(4) Pas de regels 2a,2b,2c,3a,3b,3¢c toe totdat het niet
meer mogelijk is om een knooppunt te labelleren. In-
dien meer dan één regel van toepassing 1s, 1s het
om het even welke hiervan wordt toegepast. }

> €n uy < a; 5 geef dan aan
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£ kan op twee manieren eindigen: het eindknooppunt
heef't al of niet een label, In het eerste geval moet de

procedure /72 worden tToegepast. Deze luidt als volgt:

Als de voltooling de label (+k,h) heeft, vervang
dan u, . door u, +h. Als nu k de label (+j,m) heeft, ver-
vang dan U sy door ujk-%—h; heeft echter k de label (-j,m)
vervang dan ukj door ukjwh‘ et dit vocrt totdat de oor-

sprong is berelkT.

De variabelen die volgens Zeen verandering onder-
gaan, houden de waarden die ze hadden.

De nleuwe uj.._j waarden worden nu gebrulkt bij het
herhalen van af . 40lang het eindknooppunt hierbl] een
label krijgt, moet /72 weer worden toegepast, etc.

Zodra blj Toepassing vanrﬁ niet alle knooppunten
een label krijgen, 1s de eerste fase 1n de verkorting
beeindigd. We kunnen uit het resultaat van deze laatste
toepassling van 06 direct aflezen welke ti moeten worden
gewijzigd. Er geldt namelijk: O, = 0 als i behoort tot
de verzamelling 5 der gelabelleerde knooppunten, 1in
Sj‘_ = 71 als 1 behoort tot gm@w.j.

,, Weten we eenmaal welke knooppunten moeten worden
’opgeschoven, dan is het niet moeilijk om iIn te zlien
wat de waarden; van O, . zijn voor de ac*tiviteiten:

een
13 o
activiteitsduur kan alleen worden verkort als (i,J) ¢

§3 C/ 90 ys €N het is alleen dan eventueel nodlg om V1 3
te verkorten als (i,J)& @,l. De duur wordt inderdaad
verkort, als het eindpunt van de activitelt opschulft,

en het beginpunt niet. Deze verbale voorwaarden zljn

equivalent met de eerste regel van (6.18); de tweede
en derde regel laten zich 0Op a_naloge wljze interpreteren.



{ 1 als (i, 3 )6@ _
6 . o -1 als ( 1,J )6‘@1”( t

1] -
1 O in alle andere gevallen.

(6.18)

Hiermee 1s dus een der eerder genoemde fasen vol-
toolid. De verkortingsprocedure moet worden herhaald tot-
dat eens t; = m, de kortst mogelijke projectduur.

We passen de algorithme nu toe op een eenvoudilg VvVOOr-
beeld. In fig. 6.2 is het netwerk getekend, in tabel 6.1

zlJjn de grootheden aij’ d en D

13 1 3 opgenomen

Tabel 6,1

Gegevens voor het

ultgewerkte voorbeeld

Hiflriw

Fig., 6.2

Netwerk van het

ultgewerkte Voorbeeld‘

In heﬁ‘beginschema 18 Yig = DiJ’ terwljl de bepa-

ling van t, volgens (6.5) het volgende resultaat heeft

1

‘1. ti’qzos t2;53 t3m93 t}_;_mflg (6“ 19)

Voor de verzamelingen % . vinden we met (6.716)

.
¢
f

5) ¢ i{s het symbool voor de lege verzamelling.

|

(6.20)

|

|
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Nu wordt de proeedur*eég toegepast. Regel 1 1is zeer
eenvoudlig. Om te zien of regel 2 kan worden toegepast,
zoeken we activiteiten waarvan het begin wel, en het eind-
punt niet een label heeft. Daar alleen de oorsprong ge-

labelleerd is, komen 12 en T et
A

1n aanmerking. Echter 13 behoort niet tot zodat we

i

f o g
. ' ' L|_= B :.;
¥ fri . oyl b e L T‘

en O = U5 < B = 2, zodat we aan knooppunt 2 de label
(t1,2) kunnen geven. Nu kan regel 2a worden toegepast op
activiteit 23;:; het resultaat is dat 3 de label (+2,2)
krijgt. Tenslotte kunnen we 2a toepassen c¢p 34: knoop-

. dus beeindigd:

punt 4 krijgt de label (+3,2). Hier isd
alle knooppunten hebben een label, dus verdere label-

lering is zeker niet mogelijk. (zie fig. 6.4)

ons moeten beperken tot 12. Deze behcort tot

Nu moet dus m? worden toegppast. Knocppunt 4 heeft de
label (+3,2), dus sy wordt met 2 vermeerderd; 3 heeft
de label (+2,2) dus Us g wordt met 2 vermeerderd; 2 heeft

A

de label (+1,2) dus u,, wordt eveneens met 2 vermeerderd.

De nileuwste waarden van uiJ z1lJn dus

{

{
N O N O N

|

(6.21)

li

Il
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Met gebrulkmaking van deze u-waarden gaart we nu ci
herhalen. De ocfspfong kvijgt weer zijn label (blanco,
©0 ), maar het is nu niet mogelijk om nog verdere label-
len uit te delen. Immers: 2a kan niet worden toegepa’st
op 12 omdat u qug QPB

, en niet op 13 cmdat 13 ? "
127212 -
en § i zlJn leeg, zcdat 2b nlet kan worden toegepastT;
2c levert nooit een label op: tenslctte kan regel 3 nietv
worden toegepast omdat er geen activitelt is met de oor-
sprong als eindpunt.

We kennen nu ﬁ en(;/ , en kunnen met de definities
(6.18), (6.13), (6.14), (6.9) en (6,15) achtereenvolgens

de hieronder vermelde grootheden bepalen

7= §f
d={2,3,4
=

| Y , O =8 =5 = 1
L 2 3 4 , (6.22)
qum 1, alle andere & 13 zlijn O ‘
p13= -1, alle andere pij ziijn O
=2, 8 =2
Het optimale schema voor & = & =2, dus VOOr pPro-

jectduur 10 is nu, blijkens (6.8) als volgt:

{

T mOgt' ' B:t; = T:t):_ = "0 (6*-23)

_ ) Yo -
55y23“ 433734“ 3

lweede verkorting., Voor de tweede verkorting heb-
‘ben we, behalve uljj t. en (zie (6.21) en (6.23) ook
weer de verzamellngen g " nodlg Hiervoor vinden we

§12, 23, 34§
{433 23, 24, 34%

{’12}

|

(6.24)

I
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De procedure i heeft het in fig. 6.5 afgebeelde resul-
- taat.

(t,e0)

'
¥
rJ
il i
IJ“ .
[ A -.
b LY
I. “{ ..'
B Cor e n L [
: * e o
B i b -
. - L el
! iy . o ;‘.‘ x
. . A 3 )
gy, N o
R e -
= 1 - - a™ - .
E "ty . ~ ’
( I g it & 3
’ ) - rr 1‘ !

Fig, 6.5
Labellering bij de tweede verkorting

Hiermee vinden we:

52 == 03 53 25}-}. —3 ’13
1, alle overige Gij ziin O,

= Poy = -1, alle overige pij zijn O,

T 5.0913 = 35t3 = 63tLl- = 9 (6*26)

Derde verkorting. De U‘ij zijn biJ de vorige fase niet
gewj.jzigd, en worden dus gegeven 4oor (O. 21), terwiJl de
ty, en V1 5 in (6.26) zijn vermeld. Toepassling van (6.16)

geeft

S
|

. = {2, 23,24, 34

9’ ¢
Iy $12¢

€ &
I
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Cfverloopt nu als volgt: de oorsprong krijgt de label
(blanco,ﬁﬁ). Regel 2b kan worden toegepast op activiteit
12, zodat knooppunt 2 de label (+1,¢) krijgt. Regel 2a
kan nu worden toegepast op 24, en 4 krijgt de label
(+2,4). Tenslotte kan door toepassing van 3a aan 3 de
label (-4,2) worden gegeven. Alle knooppunten hebben
nu een label, dus g is beeindigd (zie fig. 6.6). In het
bijzonder heeft de voltooling een label zodat 7/ moet
worden toegepast.

Fig. 6.6 _
Labellering bij de derde verkcrting

Knooppunt 4 heeft de label (+2,4), dus U ), wordt met 4
vermeerderd. Knooppunt 2 heeft de label (+1,4®), dus PP

wordt met 4 vermeerderd., Hiermee is //{betindigd. De nieu-

we waarden van uij zijn:

{
= N O O

(6.28)

|

f

|
AW

We gaan nuwi?opnieuw toepassen. De ocorsprong krijgt
weer de label (blanco,e), en volgens regel 2b krijgt
2 de label (+1,20). Verdere labels kunnen niet worden

ultgereikt.
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'We hebben dus

ple”
de overige © s en p's zijn O

£,=0, t,=3, t;=5, t,=8 (6.30)

| 740735 Y4375 Y3725 Vpu=s Y343
Van de laatste6) fase geven we alleen het resultaat:

(6.31)

We beschouwen nu het verloop van de opbrengstfunc-
tie. In het tijdsinterval dat socrrespondeert met de be-
korting blj één fase, neemt W(T) altijd linealr gf. Daa

het bekorten steeds 'moeill jker'" wordt zal de daling
‘  gende fase, of al

thans minstens even snel. De opbrengstTl

concaaf (zile Hoofdstuk XIIl,.§
voor het ultgewerkle voorbeeld

geschetst

WM-—“

6 ) Dat deze fase inderdaad ae€
inzien door na te rekenen d&
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De dik getekende punten corresponderen met waa

rden van

De "Critical Path Method" lg voor het
past blj de bcuw van eer chemlische fabriek. Eer

Kundlige aspecten van de melhode kan men vinden in de

pbrochure "Critical-Path FPlanning and sﬂh@ﬁUliﬂf
James E, Kelley Jr. M

&

(. Beperkte hulpbronnen

Veronderstel dat men 0lj het plannen vo
een schema heeft gevonden dat een redell jke k&nﬁ,he@ft
om binnen een bepaalde tijdklaar te komen, of bij het
plannen volgens CPM een schema dat de totale kosten
minimaliseert. Het kar nu gebeuren dat het builten be-
schouwing laten van de beperktheid der bencdigde hulp-

bronnen een schema heeft opgeleverd dat in de praktigk
onultvoerbaar is. In paragraaf 3 1s

- voudlg voorbeeld genoemd.

Het ultbreiden der hulpbronnen (meer arbeidskra

ten aanstellen, meer machines aanschaffen, e.d. ) om




zljn, 1s alleen dan efficient als deze hulpbronnen ook
voor een belangrijk deel van de tijd gebruikt kunnen

Men kan trachten de ldeale situatie waarin van al-
le hulpbronnen steeds de maximale capaciteit wordt benut,
te benaderen door tlJv. activiteiten met een grote speel-
ruimte enige tijd uit te stellen. Meestai zal het echter
noodzakelijk zijn om de projectduur te verlengen. Het is
natuurlljk lastlg om een geschikt criterium op te stel-
len dat het verlagen van de pieken afweegt tegen het
uitstellen van de voltooiing. Maar ook in het geval dat
gevraagd wordt een schema op te stellen van minimale
duur, onder de bljvoorwaarde dat het gebrulk per tljds-
eenneld van ledere hulpbron een gegeven grens niet mag
overschrijden, blijft een bijzonder moellljk probleem
bestaan. '

Er 1s een computefwalgorithmeq) bekend dle volgens
eeén probeermethode een benaderende cplossing geeft van dit
‘probleemﬁ Deze oplossing voldoet weliswaar aan de cijvocr-
waarden, maar garandeert geen minimale*projemtduuww
Argezlen hiervan heeft de algorithme het bezwaar dat vrl]J
enge grenzen moeten worden opgelegd aan het toegestane
aantal hulpbronnen en het aantal capaciteitsniveaux.

Een verdere complicatlie dle kan optreden is het
felt dat hulpbronnen elkaar soms gedeeltelljk kunnen

1) W.A. Gray en E.M. Kidd, Critical Path Scheduling
‘with Resource Leveling on the I.B.M. 7090; Union
Carbide Nuclear Company: A.E.C. Research and

Development Report, K-1499, 1962,
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vervangen. Het probleem wordt nog complexer wanneer aan

meer dan &én project tegelljk wordt gewerkt. Ook hier
~ doet zich vooral de moeilijkheid vocr dat eerst een ge -

schikt criterium mcet worden gevonden, bijv. om de be-
kortingen van verschillende projecten tegen elkaar af
te wegen.



